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[ I ] 解答 
(1)

a2 =
2a1

1 + a1
=

2 · 2
1 + 2

=
4

3
， a3 =

2a2
1 + a2

=
2 · 4

3

1 +
4

3

=

8

3×3

7

3×3

=
8

7

(2) (1) と同様に，a4 =
16

15
，a5 =

32

31
。ゆえに，

Pn −Qn = −1 (n ≧ 2) · · · (∗)

と予想し，これが正しいことを数学的帰納法で示す。
n = 2 のとき，P2 = 3，Q2 = 4 より P2 −Q2 = 3− 4 = −1，(P2，Q2

互いに素) であるので (∗) が成立。ある k ≥ 2 に対して，(∗) が成立す
ると仮定する。即ち，ak =

Qk

Pk
，Pk −Qk = −1 (Pk，Qk は互いに素

な自然数) が成り立つとする。

ak+1 =
2Qk/Pk

1 +Qk/Pk
=

2Qk

Pk +Qk
=

2Qk

(Qk − 1) +Qk
=

2Qk

2Qk − 1
.

2Qk と 2Qk − 1 の公約数は 2Qk − (2Qk − 1) = 1 の公約数なので，2Qk

と 2Qk − 1 は互いに素。したがって，Pk+1 = 2Qk − 1，Qk+1 = 2Qk，

Pk+1 −Qk+1 = (2Qk − 1)− 2Qk = −1

となり，n = k+1 の場合も (∗) 成立する。数学的帰納法により，n ≧ 2

を満たす全ての n に対して Pn −Qn = −1 が成立する。

(3) (2) の証明の議論より，Q2 = 4，Qn+1 = 2Qn (n ≧ 2) なので，

Qn = 4 · 2n−2 = 2n (n ≧ 2)

(4) Pn = Qn − 1 = 2n − 1 (n ≧ 2) より，

an =
Qn

Pn
=

2n

2n − 1
(n ≧ 2)
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